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Teorema
Se per x→ x0 e` f1 = o(f) e g1 = o(g) allora
lim
x→x0
f(x) + f1(x)
g(x) + g1(x)
= lim
x→x0
f(x)
g(x)
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Teorema
Se per x→ x0 e` f1 = o(f) e g1 = o(g) allora
lim
x→x0
f(x) + f1(x)
g(x) + g1(x)
= lim
x→x0
f(x)
g(x)
Esempio
lim
x→0
x− x2
3x+ x3
= lim
x→0
x
3x
=
1
3
, lim
x→+∞
1 + x+ x2
1− x− x3 = limx→+∞
x2
−x3 = 0
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Teorema
Se per x→ x0 e` f1 ∼ f e g1 ∼ g allora
lim
x→x0
f(x)g(x) = lim
x→x0
f1(x)g1(x)
Inoltre se g e g1 sono diverse da zero in un intorno di x0 si ha
lim
x→x0
f(x)
g(x)
= lim
x→x0
f1(x)
g1(x)
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Teorema
Se per x→ x0 e` f1 ∼ f e g1 ∼ g allora
lim
x→x0
f(x)g(x) = lim
x→x0
f1(x)g1(x)
Inoltre se g e g1 sono diverse da zero in un intorno di x0 si ha
lim
x→x0
f(x)
g(x)
= lim
x→x0
f1(x)
g1(x)
Esempio
lim
x→0
ln(1 + x2)
ex − 1− x = limx→0
x2
x2
2
= 2
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Confronto fra infinitesimi ed infiniti
Sia x0 ∈ R oppure x0 = +∞ o x0 = −∞ e siano f(x) e g(x) due
funzioni infinitesime per x→ x0.
• Diremo che f(x) e` un infinitesimo di ordine maggiore di g(x) per
x→ x0 se f = o(g) per x→ x0 e in tal caso scriveremo f  g per
x→ x0.
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Confronto fra infinitesimi ed infiniti
Sia x0 ∈ R oppure x0 = +∞ o x0 = −∞ e siano f(x) e g(x) due
funzioni infinitesime per x→ x0.
• Diremo che f(x) e` un infinitesimo di ordine maggiore di g(x) per
x→ x0 se f = o(g) per x→ x0 e in tal caso scriveremo f  g per
x→ x0.
• Diremo che f(x) e g(x) hanno lo stesso ordine di infinitesimo per
x→ x0 se f  g per x→ x0.
L’infinitesimo f(x) ha ordine α > 0 se f  |x− x0|α.
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Formula di Taylor secondo Peano
Definizione
Sia f(x) una funzione derivabile n volte in un intervallo I. Sia x0 un
punto di I. Diremo n-esimo polinomio di Taylor generato da f(x)
in x0 il polinomio di grado n:
Pn (f(x), x0) = f(x0) +
f (1)(x0)
1!
(x− x0)1 + · · ·+ f
(n)(x0)
n!
(x− x0)n .
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x
f HxL
Figura 1: f(x) = 1+2x
2
10+x2
x0 = 6 n = 1
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Figura 2: f(x) = 1+2x
2
10+x2
x0 = 6 n = 2
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Figura 3: f(x) = 1+2x
2
10+x2
x0 = 6 n = 4
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Figura 4: f(x) = 1+2x
2
10+x2
x0 = 6 n = 6
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Esempi
1. Pn (e
x, 0) = 1 +
x
1!
+
x2
2!
+
x3
3!
+ · · ·+ x
n
n!
;
2. Pn
(
1
1− x, 0
)
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn;
3. Pn (ln(1− x), 0) = x− x
2
2
+
x3
3
+ · · ·+ (−1)n−1 x
n
n
;
4. Pn
(
ln
1 + x
1− x, 0
)
= 2x+
2
3
x3 +
2
5
x5 + · · ·+ 2
2n− 1x
2n−1;
5. Pn ((1 + x)
α, 0) = 1 + αx+
α(α− 1)
2!
x2 + · · ·+ α(α− 1) · · · (α− n+ 1)
n!
xn;
6. Pn (sinx, 0) = x− x
3
3!
+
x5
5!
− x
7
7!
+ · · ·+ (−1)n−1 x
2n−1
(2n− 1)! ;
7. Pn (cosx, 0) = 1− x
2
2!
+
x4
4!
− x
6
6!
+ · · ·+ (−1)n−1 x
2n
(2n)!
;
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8. Pn (sinhx, 0) = x+
x3
3!
+
x5
5!
+
x7
7!
+ · · ·+ x
2n−1
(2n− 1)! ;
9. Pn (coshx, 0) = 1 +
x2
2!
+
x4
4!
+
x6
6!
+ · · ·+ x
2n
(2n)!
;
10. Pn (arctanx, 0) = x− x
3
3
+
x5
5
− x
7
7
+ · · ·+ (−1)n−1 x
2n−1
2n− 1;
11. Pn (arctanhx, 0) = x+
x3
3
+
x5
5
+
x7
7
+ · · ·+ x
2n−1
2n− 1;
12. Pn (tanx, 0) = x+
x3
3
+
2x5
15
+
17x7
315
+ · · · ;
13. Pn (arcsinx, 0) = x+
x3
6
+
3x5
40
+
5x7
112
+ · · ·.
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Definizione
Resto di ordine n:
Rn (f(x), x0) = f(x)− Pn (f(x), x0) .
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Definizione
Resto di ordine n:
Rn (f(x), x0) = f(x)− Pn (f(x), x0) .
Teorema
Sia f(x) una funzione n volte derivabile nell’intervallo I e sia x0 ∈ I.
Allora:
lim
x→x0
Rn (f(x), x0)
(x− x0)n
= 0.
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Dimostrazione
Poniamo Rn(x) = Rn (f(x), x0). Si ha Rn(x0) = 0 e R
(k)
n (x0) =
0, k = 1, . . . , n. La tesi segue dall’applicazione iterata della regola
di Bernoulli-De l’Hospital; infatti:
lim
x→x0
Rn(x)
(x− x0)n = limx→x0
R′n(x)
n (x− x0)n−1
= · · · = lim
x→x0
R
(n)
n (x)
n!
= 0.
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Dimostrazione
Poniamo Rn(x) = Rn (f(x), x0). Si ha Rn(x0) = 0 e R
(k)
n (x0) =
0, k = 1, . . . , n. La tesi segue dall’applicazione iterata della regola
di Bernoulli-De l’Hospital; infatti:
lim
x→x0
Rn(x)
(x− x0)n = limx→x0
R′n(x)
n (x− x0)n−1
= · · · = lim
x→x0
R
(n)
n (x)
n!
= 0.
Osservazione
Il Teorema puo` essere riformulato usando i simboli di Bachmann-
Landau: il resto di ordine n e` trascurabile rispetto a (x − x0)n, in
simboli
Rn (f(x), x0) = o(x− x0)n
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Esempio
lim
x→0
cos2 x− 1 + x2
x4
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Esempio
lim
x→0
cos2 x− 1 + x2
x4
cosx = 1− x
2
2
+
x4
24
+ o(x4)
14/17 Pi?
22333ML232
Esempio
lim
x→0
cos2 x− 1 + x2
x4
cosx = 1− x
2
2
+
x4
24
+ o(x4)
cos2 x =
(
1− x
2
2
+
x4
24
+ o(x4)
)2
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Esempio
lim
x→0
cos2 x− 1 + x2
x4
cosx = 1− x
2
2
+
x4
24
+ o(x4)
cos2 x =
(
1− x
2
2
+
x4
24
+ o(x4)
)2
= 1− x2 + x
4
3
+ o(x4)
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Esempio
lim
x→0
cos2 x− 1 + x2
x4
cosx = 1− x
2
2
+
x4
24
+ o(x4)
cos2 x =
(
1− x
2
2
+
x4
24
+ o(x4)
)2
= 1− x2 + x
4
3
+ o(x4)
cos2 x− 1 + x2 = x
4
3
+ o(x4)
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lim
x→0
cos2 x− 1 + x2
x4
= lim
x→0
x4
3
+ o(x4)
x4
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lim
x→0
cos2 x− 1 + x2
x4
= lim
x→0
x4
3
+ o(x4)
x4
lim
x→0
cos2 x− 1 + x2
x4
= lim
x→0
1
3
+ o(1)
1
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Esercizio
Determinare a ∈ R in modo che esista finito e diverso da zero
lim
x→0
xa
[
pi
4
− arctan
(
sinx
x
)]
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lim
x→0
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= 1− x
2
6
+ o(x2)
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Esercizio
Determinare a ∈ R in modo che esista finito e diverso da zero
lim
x→0
xa
[
pi
4
− arctan
(
sinx
x
)]
per x→ 0 sinx
x
= 1− x
2
6
+ o(x2)
per y → 1 arctan y = pi
4
+
1
2
(y − 1) + o(y − 1)
per x→ 0 arctan
(
sinx
x
)
=
pi
4
+
1
2
(
1− x
2
6
− 1
)
+ o(x2)
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conclusione per x→ 0
arctan
(
sinx
x
)
=
pi
4
− 1
12
x2 + o(x2)
17/17 Pi?
22333ML232
conclusione per x→ 0
arctan
(
sinx
x
)
=
pi
4
− 1
12
x2 + o(x2)
pertanto
xa
[
pi
4
− arctan
(
sinx
x
)]
= xa
[
1
12
x2 + o(x2)
]
17/17 Pi?
22333ML232
conclusione per x→ 0
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(
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[
pi
4
− arctan
(
sinx
x
)]
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risposta a = −2
